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Sn~nmary: T.his paper is a contribution of an earlier paper [1J 1/"hieh eOlllained Ihe 
dynam1cal analysIs and synthesi8 of partially consrained crank mechanisms. 11 can be ,,/i 0 11'11 
that t~e most l'ractiral u8ed mechanism8 of this type may be slndied by mea118 O[ a Hili dif-
ferentwl equalion. The stability of the motion of this mechanism is im'esligated in greal dllai/s. 
übe I' S ich t: In dieser Arbeit werden die in einer früheren Arbeit des Yerfassers be-
gonnenen Untersuchungen über die Analyse und Synthese der Kurbelausgleichgetriebe 
fo~tgesetzt. Die Analyse einer großen Gruppe solcher Getriebe läßt sich auf Grund einer 
HIlIsehen Differentialgleichung durchführen. Das Stabilitätsverhalten der Getriebebewe-
gung wird eingehend erörtert. 
1. Einleitung 
In einer früheren Arbeit [1] wurde das dynamische Verhalten der Kurbel-
ausgleichgetriebe im Rahmen der Theorie der kleinen Schwingungen behandelt. 
In der vorliegenden Arbeit werden diese Untersuchungen auf die Be"'egnngen 
solcher Getriebe erweitert, in denen der Bewegungsaussrhlag des energie-
regelnden Gliedes endliche Größen erreichen kann. Dieser Behandlung liegen 
wiederum Getriebe von zwei Freiheitsgraden zugrunde. -
Was den svstematischen Aufbau dieser Kurbelausgleichgetriebe hetrifft 
sowie deren pr'aktische Vorteile gegenüber den entsprechenden z\HlIlgläufigen 
Getrieben, so sei auf die obengenannte Arbeit und die dort allgegehene 
Literatur hingewiesen. 
2. Bewegungsgleichung 
\Vir betrachten ein n-gliedriges Kurbelausgleichgetriehe von zwei Freiheit.--
graden (Abb. 1 a). Die Antriebskurbel A o A drehe sich mit komtanter ·Winkel-
geschwindigkeit w. Als Ausgleichelemente, die die dynamische Kopplung dl''' 
Antriebes AoA mit dem Abtriebsglied herstellen, seien Feder oder Federpakete 
von allgemeiner Kennlinie und Flüssigkeitsdämpfer mit der Däl1lpful1~~­
konstante k' und linearem Dämpfungsgesetz verwendet. Es sei yoran;;gesetzt, 
daß die Bewegungsbahn des Punktes Bo der Schwinge e/, an der die Aus~leic'h­
elemente unmittelbar wirken, durch eine Gerade ersetzt werden kann. nip~ i~t 
offenbar fast in allen praktisch wichtigen Fällen rr:ö;rlich. rnter die~er All-
nahme läßt sich bekanntlich die Schwinge e ein Geradesehubglipd r \'011 (Ipl" 
leicht zu bestimmenden Masse m o ersetzen (Abb. 1 h). Ent~prpehend sind 'llH·h 
die gegebene Federkennlinie und Dämpfungskonstante bezüglich de~ G(~rad(,­
schubgliedes umzurechnen. Hierzu werden die die Fedprkennlinip 1lIHI Ihmp-
fung bestimmenden Konstanten auf den Punkt Bo reduziert (Ahh. 1 a). Xach-
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stehend wird demnach ohne Einschränkung der Allgemeinheit an Stelle der 
in Abb. (1 a) angegebene Schwinge e' mit Feder und Dämpfer das in Abb. (1 b) 
dargestellte Schubglied e mit der auf Bo reduzierten Feder Dämpfung be-
trachtet. Das Abtriebsglied n kann ein Geradeschubglied wie in (Abb. 1 a) oder 
aber auch eine Schwinge sein. 
<
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Abb. 1. Das n·gliedrige Kurbelausgleichgetriebe von zwei Freihcibgrad('n. 
a) Getriebeschema und Lagen des Gliedes e·' des Kurhelau~gldchgetridw:'. hei vCl'\"'chicdenen Feder-
spannungen. 
h) Er::;atz des Schwingglieues e' des Kurbelausgleichgetriebes uUf('h pine Gpra(h'sehnhhewegung. 
Mit q sei der Abstand von der dem ungespannten Zustand der Feder (bzw. 
Federpakete) entsprechenden Lage der Masse m o bezeichnet. R sei die K0r.n-
ponente des Gelenkdruckes von b auf e in der Bewegungsrichtung q des Glelt-
steine e. Dann lautet die Bewegungsgleichung von e, 
moq + kq + f (q) = R . (1) 
Hierin bedeutet f (q) die Funktion der Federkennlinie und der Punkt die Ab-
leitung nach der Zeit t. Die auf der rechten Seite von (1) stehende Kraft R 
muß gleich sein der nach Bo reduzierten Resultierenden sämtlicher äußeren 
Reibungs- und Trägheitskräfte des Getriebes, wobei offenbar die auf de~ 
linken Seite von (1) stehenden Kräfte auszuschließen sind. Demnach wird bel 
gegebener Abmessung und Massenverteilung des Getriebes, R eine Funktion 
von Cf, q, 0), q und ij sein. 
R = R (rp, q; w, q, q) . (2) 
Zuerst sei der funktionelle Zusammenhang der Kraft R von den eben erwähnten 
Größen bestimmt. 
Es sei die vollständige dynamische Massenreduktion des Getriebes durch-
geführt [2]. i sei ein solcher Ersatzmassenpunkt von der Masse mi. Wir geb~n 
nun de~ vo~liegenden Ausgleichgetriebe von zwei Freiheitsgraden die Vlr-
~uelle verschlebu~g (o?J, oq) und wählen speziell o?J = 0; so erhält ~an, 
mdem man zu VIrtuellen Geschwindigkeiten übergeht und von den GewIch-
ten der Getriebeglieder sowie Reihungskräften absieht, für R und somit statt 
der GI. (2), 
(3) 
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. . ierin sind: bi der Beschleunigungsvektor des Ersatzpunktes i; (ji der-
Jemge Geschwindigkeitsvektor des Punktes i, wenn im Ausgleichgetricbe die 
K.urbel AoA ruht und das Glied e mit der Geschwindigkeit q bewegt wird; p" 
dl: an dem Punkt h wirkende äußere Kraft (Betriebskraft oder Nutzkraft). 
DIe Summenzeichen beziehen sich auf die Gesamtheit der Punkte i und h. 
~ 
Es sei biO die Beschleunigung des Punktes i, die dem Falle .. reiner Normal-
beschleunigung" der Kurbel AoA und des Gliedes e entspricht [I]. Das ist dir 
Beschleunigung des Punktes i für den Fall w = 0 und q = O. Mit Je sei die 
skalare Größe (ijlq) bezeichnet. So läßt sich, "ie früher er"'ähnt [1], die Be-
-+ 
schleunigung bi im Falle w = konst. in der Form 
(4) 
schreiben. 
Durch das Einsetzen des Ausdruckes (4) in GI. (3) erhalten wir schließlil:h 
(5) 
In dieser Bewegungsgleichung für q ist, wenn die äußeren Kräfte yon ij unab-
hängig sind, die rechte Seite ein Funktion yon rp = w t, q und q. Außerdem 
hängt offenbar der Koeffizient von ij der Seite nur yon rp = wt und q ah. 
Somit kann man die GI. (5) sofort in die folgende Form bringen: 
(ö) 
Wir wissen aus der Theorie der Differentialgleichungen, daß, wenn die Funk-
tion r (q, q, t) in q, q und t analytisch ist, nur eine die vorgeschriebenen Anfal1g~­
bedingungen (q = qo' q = qo für t = to) erfüllende Lösung von (6) exi"tiert. 
Ist außerdem r (q, q, t) eine periodische Funktion in t mit der Periode T, sn 
muß, wenn eine periodische Lösung von (6) existiert, diese die Periode X· 7' 
besitzen. Hierbei ist S eine ganze Zahl. Für S = 1 nennt man die Lö.-ung 
Von (6) zu r harmonisch. Die Lösungen für S = 1 werden zu r suhharlllnnisel! 
genannt. 
Die die vorgeschriebenen Anfangsbedingungen erfüllende Lösllllg nm (6) 
bzw. (5) läßt sich mit Hilfe eines bekannten numerischen Fortsetzungs\'er-
fahrens (z. B. R71nge-Kutta oder Blaess) in gem:insehter GenauigkPit herstellen. 
Hierzu sei auch auf das graphische Verfahren der allgemeinen Phasellehew' 
Von Jacobsen [3] hingewiesen. 
Praktisch wird von einem Kurbelansgleichgetriebe gefordert. daß die A h-
triebsbewegung nach dem Einschwingen einen stationärEm periodischeJl Y('r-
lauf besitzt und dieser von den Anfangsbedingungen der Bewegung unab-
hängig ist. Daher haben wir diejenigen Formen der GI. (6) bZ\L Ui) Zll h('-
stimmen, bei denen die entsprechE'nden Lösungen diE' ohengellallnten F'mlP-
rungen an den Bewegungsyorgang erfüllen. 
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3. Besomlere Formen der Bewegungsgleichung 
'ViI' setzen voraus, daß der Abtrieb n des betrachteten Ausgleichgetriebes 
(Abb. 1) cin Schiebeglied ist. Außerdem wirke am Getriebe außer dem n~t­
wendigen Antriebsmoment an der Kurbel AAo nur die mit rp = OJt, 2;'t-perro-
dis ehe äußere Kraft P; (rp) in der Bewegungsrichtung des Punktes D. Es seien 
nur die mit konstanter 'Winkelgeschwindigkeit drehende Kurbel AoA, das 
Glied e' bzw e sowie das Abtriebsglied n massebehaftet. Die Masse von n sei mD· 
-+-
Ist nun tv der in der als positiv gewählten Bewegungsrichtung angenom-
~ ~ ---+ -? --:;.. ---7-
mene Einheitsvektor, dann wird bv = bvtD und OD = OD' tD, PD = PD' tD· 
Unter diesen Voraussetzungen geht die Gl. (5) in die folgende Gestalt über: 
[ (OD)21'" f OD P bD (7) lmo + mD q q + kq + (q) = - mD bDa q + D q' 
In GI. (7) hängt die Funktion (liD/iz) von rp und q ah. Es Rollen nun ,veiterhin 
die Fälle betrachtet werden, in denen die Funktionen (liD!?) in dem praktisch 
in Frage kommenden Bereiche von q angenähert nur von rp = OJ t abhängig sind. 
Ob man bei einem vorgelegten Kurbelausgleichgetriebe diese Voraussetzung 
machen darf und für welchen Bereich von q diese gültig bleiht, läßt sich gra-
phisch wie folgt feststellen. Man ordnet einer mit der willkürlichen Angabe 
von rp bestimmten Stellung der Antriebskurbel AoA ver"chiedene mögliche 
Stellungen des Punktes B o zu durch die jeweilige Angabe des entsprechend~n 
q-Wertes. Für jede solche Stellung wird dann in bekannter Weise [1) der Je-
weilige Wert der Funktion (OD! iz) bestimmt. Dieses wird nun für genügend viele 
Kurbelstellungen "iederholt. Bringt man schließlich in einem Kondinaten-
system die so erhaltenen Werte von bDfil in Abhängigkeit von q, so läßt si~h 
aus den erhaltenen Kurvenscharen feststellen, wieweit bD! q VOll q unabhängIg 
ist, Abb. 3. Aus dieser graphischen Darstellung läßt sich auch der Bewegung~­
bereich \'on Bo (bzw. die Grenzen von q) bestimmen, innerhalb dessen (bDjq) 
yon q praktisch unabhängig wird. Ob bei der wirklichen Bewegung dieses Ge-
tri~bes der Bewegungsbereich von Bo innerhalb der vorgeschriebenen Grenz~n 
hlelbt, hängt offenbar in erster Linie von den Größen m , k sowie von den dIe 
Kennlinie t (q) bestimmenden Federkonstanten ab. 0 
Wir nehmen also an, daß (ÖD! q) von q angenähert unabhänaig ist. In diesem :Fall~ "'ird (liD!q) eine. 2 n-periodische Funktion von rp, die'" wir mit FD (rp) 
bezeIchnen wollen. Es 1st offenbar, 
b? = (b.D) = FD (rp) . q q q ~ 0 (8) 
Es ist leicht, den Verlauf von F D (rp) für eine Kurbelumdrehung zeichnerisch 
zu bestimmen, indem man den Punkt D als einen Punkt des bei ruhender 
Kurbel (orp = 0) entstandenen zwangläufigen Getriebes betrachtet. Man 
nimmt für die Lage q = 0 dieses Getriebes eine beliebige Geschwindigkeit .de~ 
Punktes D an und bestimmt zeichnerisch die entsprechende GeschwingkeÜ q 
d<:s Punkh'R Bo. Es ist dann das Verhältnis (ÖD! q) zu bilden. Diese Bestimmung 
wml für etwa zwölf Stellungen der Antriebskurbel wiederholt (Abb. 4). SD(Il',q) 
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sei die Bahnlänge des Punktes D des betrachteten Ausgleichgetriebes. Dann ist 
bno = (d2 sn) . 
dt 2 ii= 0 (9) 
Entwickelt man Sn in die Potenzreihe von q, 
Sn (rp, q) = Sn (0, rp) + q . (OoSD) + q2 (iJ2S~) + 
q 'i = 0 ,oq q = 0 
und beachtet, daß der Ausdruck °iJSD = (j.D unabhängig von q ist und somit 
q q 
iJ"sn 
oq" = 0, (n = 2, 3, ... ) wird, dann erhält man 
/JD SD (rp, q) = SD (0, rp) + q--;- = 8b + q' Fn (rp) . q (10) 
Hierin ist s11 = Sn (0, rp) die entsprechende Bahnlänge von D des zwangläufigen 
Getriebes, das aus dem vorliegenden Ausgleichgetriebe dadurch entsteht. 
indem man den Punkt B o an der Stelle q = ° ruhend denkt. Somit ist 8]) 
vollständig bekannt. 
Aus (10) erhält man 
bno = (d2 sn) = s')) + Üi'nq + qFn . dt 2 q = 0 (ll) 
Durch Einsetzen von (8) und (11) in die GI. (7) ergibt sich die folgende Be-
wegungsdifferentialgleichung für q, 
[mo + mnFD2] q + [k + 2 mD FnFn] q + mnFDFD q + f (q) =, 
= -mn s1Fn +Pn F D . (12) 
Nimmt man schließlich eine lineare Federkennlinie mit f (q) = cq an, wobei c 
die Federkonstante ist, dann erhält GI. (12) die folgende Ge"talt, 
[mo + mnFD2] q + [k + 2 mDFDFn] q -+- [c + mDFnFDl q = 
=(-mn8b+PD)·FD. (la) 
Hierin ist "81> = b t die Beschleunigung des Punktes D im Falle des nbenge-
nannten zwangläufigen Getriebes. Sie ist vollständig bekannt. 
Die GI. (13) ist eine lineare inhomogene Differentialgleichung zweiter 
Ordnung mit periodischen Koeffizienten. Durch ihre Lösung ist nach (10) der 
vollständige Bewegungsverlauf des Abtriebes bzw. des Punkte" D bestimmt. 
'Wir haben bisher angenommen, daß im Ausgleichgetriebe nur die Kurbel. 
das Glied e und das Abtriebsglied n massebehaftet sind. 'Vir lassf'n 111m dip,;e 
Annahme fallen, setzen aber voraus, daß die Bahnen sämtlicher Ersatzmassen-
punkte angenähert durch Geraden ersetzt werden könnE'n. DiE's würde z. B. 
der Fall sein, wenn in Abb. 2 die Länge B Bo genügend groß ist (' auf B Bo 
liE'gt und die Koppel A B durch zusätzliche 1Iassen in A und B ersetzt werden 
kann. 
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Für jeden Ersat.zmassenpunkt i sei wiederum die Funktioll (bi!;Z) illnel'hal? 
der praktisch möglichen Grenzen von q unabhängig yon q angenommen. Wlr 
schreiben hierzu 
bi 
--;-- = Fi (If)· q 
(14) 
Bei einem solchen Ausgleichgetriebe wird infolgedessen die Bewegung,.;gleichung 
für q 
[mo + 2.: mi F i 2] q + [k + 2 2.: mi F i 1\] q + (2.: mi 1'; F\) q --i-
+ t (q) = - CL bi* miFi) + FnFn. (15) 
Hierbei ist die Summenzeichen über alle Ersatzrnassen zu erfltreeken. Die 
GI. (15) geht wieder mit f (q) = C • q in eine inhomogene lineare Differential-
gleichung zweiter Ordnung mit periodischen Koeffizienten über. 
4. StabilitätsverhalteIl der Bl'wegullgsgleichung (t:~) 
Es seien in GI. (13) die folgenden dimensionslosen Größen 
mn - k 
m=-, k=--, 
'mo 1nou> 
C 
f = ---. ~ m
o 
w 2 . 
(16) 
ferner t = If/W eingeführt. Hierin ist r die Länge der Antriehskurbel AoA. 
Außerdem sei die Ableitung na0h If mit einem Strich bezeichnet. Gl. (13) 
nimmt sonach die folgende Gestalt an: 
" , 1 [-k ) - F F ') , 1 - - F F "J x --;- l' F? + :. m n D x + L' 2 [e + In n D x = 
--;- m D- 1 + In l' n 
F D ( •• * I P ) 
rm
o
w2 (1 +mFn2) -mD8j)T n· 
(17) 
'Wir interessieren uns jetzt für die Frage, unter welchen Umständen die allge-
meine Lösung der sogenannten Hillschen Differentialgleichung (17) stabil ist, 
d. h. beschränkt bleibt und nicht mit wachsendem x beliebig große Werte an-
nehmen kann. Die praktische Bedeutung dieser Fragestellung ist einleuchtend. 
\Yenn Xh die allgemeine Lösung der hqmogenen und Xp eine partikuläre 
Lösung der inhomogenen Differentialgleichung (17) ist, so hat die allgemeine 
T.ö.'mng von (17) die Form 
x = Xh + xp. (18) 
Die,;e Lösung ist offenbar nur dann stabil, wenn sowohl Xh als auch Xp 
~ta hil ist. 
. \Yir behandeln zuerst die homogene Gleichung. Die allgemeine Lösung 
(lieser läßt sich, wenn wir yon gewissen später kurz anzudeutenden Ausnahme-
fällen absehen, nach Floquet [4] stets wie folgt schreiben: 
:rh = A e;l,q: - G ('1') + B eP,Ip. H (<f) . (l!l) 
H~erbe.i sind,die Funktionen G (If) und H (If) periodisch mit der Period~, 2:-c. 
Die helden honstanten fll> fl2 werden als "charakteristische Exponenten der 
Differentialgleichung bezeichnet. 
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vVie aus GI. (19) unmittelbar zu ersehen ist, bleibt Xh stets beschränkt, wenn 
(20) 
erfüllt ist. Die Bestimmung der charakteristischen Exponenten geschieht nach 
Floqnet in folgender vVeise. Xhl und Xh2 seien zwei Lösungen, die ein Fundamen-
talsystem von Lösungen der homogenen Gleichung bilden und die Anfangs-
bedingungen ~ 
(0) dXh2 (0) Xhl =--- = 1 
drp 
Xh2 (0) = d X~~(O) = 0 (21 ) 
erfüllen. Setzt man 
(22) 
WO 8 eine im allgemeinen komplexe Konstante bedeutet, so ergibt sich ab 
Bestimmungsgleichung für 8 [4]: 
8 2 - [Xh] (2 n) + Xh/ (2 :7)] 8 + e -2;'Q = 0 . (23) 
Hierin ist 
(24-) 
Besitzt GI. (23) eine Doppelwurzel 8 1 = 8 2 , so gilt für die beiden charaktC'ri-
stischen Exponenten 
PI = P2 ± in, (i = )-I), (n = 0.1, 2, ... ). 
Die allgemeine Lösung wird dann nicht durch GI. (19). sondern in dt'!' Forlll 
gegeben. Hierin sind wiederum G (rp) und H (q:) periodi;;che Funktionen mit 
der Periode 2 n. Als Stabilitätsbedingung erhalten wir wieder die GI. (20). 
Gibt es schließlich eine vVurzel 81 = ± 1 der GI. (23). dann wird nach 
GI. (22), 
!t1 = ± i ~, (n = O. 1. 2 .... ) . (2.») 
In diesem Falle gibt es, wie aus GI. (19) zu ersehen ist. rein periodi~('ll(' Lii-
sungen der homogenen Gleichung. Die Lösungen mit n = 0.2.4. '" lwilkn 
ganzperiodische Lösungen, die mit n = 1,3. f) ... halbperi()di~('he LÖ~llI1g('n. 
Nach einem Satz von Haupt [4-] bilden die zu dCIl rein periodisclH'n LiisllI1!H'n 
gehörigen Parameterwerte (in unserem Falle In, k, c) die Grenzpn z\Yiselll'n 11"n 
stabilen und instabilen Lösungsgebieten. 
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Nun ist noch das Stabilitätsverhalten der partikulären Lösung xp zu 
untersuchen. Da die Störungsfunktion der GI. (17) eine 2 n-periocli~cho Funk-
tion ist, so können wir die Lösung xp als Fourierreihe ansetzen: 
00 00 
Xp = L g. cos jJ rp + L h. sin jJ rp . (26) 
o 0 
Führt man diese Reihe in GI. (17) ein, so ergibt sich durch Koeffizienten-
vergleich ein unendliches Gleichungssystem für die gv und h •. 
Dasselbe, jedoch homogene Gleichungssystem erhält man aber bei der 
Bereohnung der ganzperiodischen Lösungen. Für diejenigen Parameterwerte 
7n, k, c, für die Xh als ganzperiodische Lösung erscheint, verschwindet daher 
die Nennerdeterminante des Gleichungssystems von g., 11 •. Die Koeffizienten 
g. und h. wachsen dann über alle Grenzen. 
Die ganzperiodischen Lösungen können aber eintreten, wenn nach GI. (25) 
die notwendige Bedingung 9\e (p) = 0 erfüllt wird. 
Daher bleibt die allgemeine Lösung x = Xh + xp beschränkt, wenn 
C)\e (!l) < 0 (27) 
gilt. GI. (27) ist somit Stabilitätsbedingung der Getriebebewegung. 
Die tatsächliche Durchführung der notwendigen Berechnungen für die oben 
dargelegten Stabilitätsuntersuchungen ist aus der Literatur über die Hillschen 
Differentialgleichungen genügend bekannt. Wir weisen hierbei auf eine inter-
essante Arbeit von Brillouin hin [5]. 
Nachstehend wird zuerst eine einfache für die Stabilität der Bewegung hin-
reichende Bedingung abgeleitet, die bei vielen Ausgleichgetrieben angewendet 
werden kann. 
Es sei die homogene Gleichung von GI. (17) durch die Substitution 
<p 
1 [ 1 _ 
- Z J 1 + mFD' [k+ 2mDFDFD'jd<p 
Xh = y' e 0 
in die Normalform 
y" + p (rp) y = 0 
übergeführt, wobei 
p (rp) = U (rp) [c - rn F D'2] - ~ U' (rp) [k + 2 rn F D F D'] -
1 TT2 -k -
- "4 u [ + 2 rn F D F D']2 
und 
u = 1 
1 + mFD2' 
(28) 
(29) 
(30) 
(31) 
bedeutet. EH sei nun die 2 n-periodisehe Funktion P (rp) durch ein Fourier· 
Polynom dargestellt. Dann haben wir für GI. (29) 
y" + lao + ~ an cos (nrp + 1fIn )1 Y = O. (29*) 
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Hierbei sind ao, a1 , a2 , ••• dimensionslose Konstanten, die wir hier nicht 
explizit anzuschreiben brauchen. Es werden nun durch (anjao)=En (n=I,2,3 ... ) 
neue dimensionslose Konstanten IOn eingeführt. Die homogene GIeichung (29*) 
nimmt dann die folgende Form an: 
y" + a o [1 + ~ IOn cos (n rp + 1pn)] y = 0 . (30*) 
Unter der Voraussetzung 
IOn ~ 1 (n = 1, 2, 3, ... ) , (31 *) 
haben wir nun die Möglichkeit, in einfacher Weise eine Lösung von GI. (31 *) 
herzustellen. Hierzu entwickeln wir die Lösung von (31 *) in die Potenzreihe 
des klein vorausgesetzten Parameters IOn und brechen diese Potenzreihe jeweils 
nach der ersten Potenz von IOn ab: 
n 
y = Yo + L.: IOn Yn • 
1 
(32) 
Geht man mit dieser Entwicklung in GI. (30*) ein, so erhalten wir eine Folge 
von Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten für die Yo und Yn, 
die sich schrittweise auflösen lassen. Die durchgeführte Rechnung ergibt die 
folgende Form der Lösung: 
Y = Cl e-ij'a, 'i'. T (rp) + C2 e+i]a, 'i'. S (rp) 
(i = V-I), 
(33) 
wobei T (fP) und S (fP) Funktionen von der Periode 2 n und Cl' C2 freiverfüg-
baren Konstanten sind. Die expliziten Formen von T (fP) und S (rp) brauchen 
wir nicht. 
Es sei nun zuerst U (rp) in GI. (31) in der Form 
U (fP) = Ro + f (rp) (34) 
geschrieben, wobei 
2n 2~ 
Ro = 21n~ U (fP) drp und I f (rp) drp = 0 
o 0 
sind. ""Vir setzen voraus, daß der Mittelwert Ro existiert, und außerdem sei 
Ro > O. Dann nimmt die Substitution (28) die folgende Form an: 
kR, --~ 'i' V( ) 
Xli = Y • e " . 1. fP . (35) 
Darin ist N (fP) wiederum ein Funktion von der Periode 2 n. Setzt man GI. (33) 
in GI. (35) ein, so erhalten wir schließlich 
X = Cl e (- k :' - ila,) 'i' • T (fP) + C
2 
e (- k :' + öl a,) 'i' • S (rr) . (36) 
Diese Lösung besitzt die Floquetsche Form, GI. (1~), so daß man sofort die 
bei den charakteristischen Exponenenten /11' /12 bestImmen kann: 
k Ro . '-. k Ro , . r- (3-, ) /11 = - -- - ~ Vao ' !t2 = - 2 TI 1(10 , 2 
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Auf Grund der Stabilitätsbedingung (27) können ,viI' elenmach uas folgende 
Kriterium angeben: "Für diejenigen Werte von (m,c,k), für elie die Beuingung 
(31 *) erfüllt bleibt, wird die Bewegung bei positiver Dämpfung und Ro > 0 
stets stabil." 
Unter gewissen praktisch vertretbaren Annahmen läßt sich elie Form von 
P (tp) in (30) soweit vereinfachen, daß man schließlich für uie Stabilitäts-
untersuchung der Bewegung eine bekannte Ince-Strutt-Karte benützen kann. 
Hierzu schreiben wir zuerst F D (tp) in der Form 
,yobei 
~F(tp)dtp = 0 
u 
sind. Kun setzen wir voraus, daß in GI. (34) und (38), 
I f (tp) I ,< Ro ' \ F (tp) I < du 
angenommen werden kann. Dann wird in GI. (30) 
rn F D'2 <{ c . 
(38) 
(39) 
Außerdem lassen wir das mit (dC/dtp) behaftete Glieu weg und führen für den 
Ausdruck U . [k + :2 rn F D F D'] seinen Mittelwert ein. Dieser ist 
1 ~ 1 - _ ~ 1 .. F 2 [k + 2 m F D F D'] (ifp = k Ro . 
• ;T im D 
o 
(40) 
Ist schließlich in GI. (34) die Funktion t (tp) in der einfachen Form f (tp) = A 
eos (tp + 0) darstellbar, wobei A und{} konstante Großen sind, so nimmt P (rp) 
in GI. (30) die folgende einfache Gestalt an: 
(
_ 1 - • 
P (rp) = Ro . c - 4 k2 R 0) + cA cos (tp + 0) . 
Die Substitution (28) hat wegen der Annahme (40) die Gestalt 
1 _ 
(41) 
Xh = ye .. - ~ k R, 'T (42) 
Es entsprieht nun der Normalform (20) mit der Belegfunktion (41) auf Grun.d 
~er Tranflformation (42) eine homogene J1Iathieusche Differentialgleichung IDlt 
lmearem Dämpfungsglied. Die Ince-Strutt-Karte dieser Differentialgleichung 
ist bekannt [6]. Man kann nun mit Hilfe dieser Karte bei einem vorgelegten 
"~u:"gleichgetriebe den Einfluß etwaiger Anderungen von c,k, m auf die Sta-
bllItät der Bewegung eingehend diskutieren. 
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5. Eine wesentliche Vereinfachung der GI (17) 
Sind die Schwankungen der Funktion F D (cp) in GI. (38) um ihren Mittel-
werte do vernachlässigbar klein, dann läßt sich statt F D (cp) der konstante 
Mittelwert do einsetzen, wobei 
do = 2
1
n ~ F D (cp) d cp 
o 
ist. In diesem Fall geht die GI. (17) in eine Differentialgleichung mit konstanten 
Koeffizienten über: 
" -L k , C , _ do ( .. * , p 
x 'I d 2 X + -I - -d 2 x - 2 (I I d 2 - 111 D S lJ --;- D). (43) + m 0 + 1/1 0 r 111 0 w ,rn 0) 
Es sei die Fourier-Entwicklung der rechten Seite der GI. (43) bekannt oder 
aus den graphisch gegebenen Darstellungen von sJj (cp) und PD (q;) bestimmt. 
Dann ist die stationäre Lösung der GI. (43) sofort aufzuschreiben [I]. 
6. Beispiel 
Die in obigen Abschnitten durchgeführten )Iethoden und t'berlegungen 
sollen nun an einem Beispiel erörtert werden. 
\ 
\ 
\ 
B 
\ c 
e, \ ___ _ 
\ 
1>: 
AlJb. 2. SielJengliedrigl':-5 AU.'5gleichgctriebe als Zahlenl,{'i:"piPl 
In Abb. 2 ist ein siebengliedriges Kurbelausgleichgetriebe angegeben. Die 
Kurbel A A = r drehe sich hierbei mit konstanter Drehgesch windighit "). 
Die Bahnge~aden von D und B o seien einander parallel. Die auf die Kurhel 
bezogenen Abmessungen seien 
C B o = 23 
AoA " (++) 
(AoBo) =48 
\AoA.q=o . 
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Im Getriebe sollen nur die Kurbel, das Glied e und das Abtl'iebsglied n masse-
behaftet sein. Es wirken keine äußeren Kräfte. Für (16) sind die folgenden 
Zahlenwerte angenommen: 
m = 1, k = 0,6, C = 0,7 . (45) 
Hält man in Abb. 2 das Gelenk Bo in der Lage q = 0 fest, so entsteht ein 
sechsgliedriges zwangläufiges Kurbelgetriebe. Dieses Getriebe wird das dem 
Ausgleichgetriebe entsprechende zwangläufige Getriebe genannt. A i * und Di* 
seien die inneren Totlagen der Kurbel bzw. des Abtriebsgliedes dieses zwang-
läufigen Getriebes. Der Antriebswinkel f(! wird nun von der Totlage AoAi* aus 
in der Drehrichtung gemessen. Die entsprechende Aussage für 3D bzw. 8b 
ist im Bild angedeutet. 
Nach GI. (8) ist zuerst festzustellen, wieweit die Funktion (aD/lI) von q un-
abhängig ist. Hierzu wurde mit Hilfe der im Abschnitt 3 angedeuteten Methode 
für verschiedene Kurbelstellungen die Abhängigkeit der Funktion (OD! q) von 
q bestimmt. In Abb. 3 sind die Ergebnisse für das Getriebe Bild 2 graphisch 
'1 
ÖD 
T 
'f=JU:= 
'f= ~SO 
~~ 1D5 1 
j 
.. x=3... 
-1 0 ,.. 
op 
" 
er 
~:~~55: 
'f= 165 
'I 
x=-
-1 0 r 
.\ bb. 3. Die AIJhängigkeit der Größe ~ Von q bzw. x für verschiedene Kurbebtellungen des Kurbelaus· 
q 
gleichgetriebes nach Bild 2 
dargestellt. Aus diesem Diagramm ist zu entnehmen, daß (OD/q) für weite 
Grenzen von q bzw. q/I" praktisch von q unabhängig bleibt . 
.. In Abb. 4 ist nun die Abhängigkeit (OD/q)q=O =FD (f(!) von f(! dargeste~t. 
F.ul' nachstehende Rechnungen brauchen wir die Abhängigkeit der FunktIOn 
C' = 1/(1 + m F n2) von f(!. Diese ist in Abb. 5 angegeben . 
. Zur Festste~ung der Stabilität der Getriebebewegung ist es erforderlich, 
(he Belf'gfunkbon P (f(!) nach (30) zu kennen. Hierzu wurden nun die Funk-
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tionen F D (rp) und U (Bild 4 und 5) in die Fourierreihen enblickelt und an-
sc~ließend daraus. durch Differentiation die Funktionen F D', F DU und U' be-
strmmt. Das Founer-Polynom für P (rp) wird somit 
p (rp) = 0,479 [1 - 0,090 cos (rp + 33 0. 58') + 
+ 0,022 cos (2 rp + 49°· 38')] . (46) 
0,5 
7T 
Abb.4. Der Yerlauf der Funktion (?-ß) ~ PD (,,) in Abhängigkeit YOll if für das Getriebe nach Bild 2 
q q = 0 
Wir haben demnach nach (30*) und (31 *) 
a o = 0,479 > 0; 81 = 0,090 -<; 1; 8 2 = 0,022 -<; 1. (47) 
Außerdem ist nach Abb. 5 der über eine Periode ermittelte Mittelwert Ro 
von U positiv. 
n 
Abb. 5. e als Funktion von 'P im Getriebe nach Bild 2 
Infolgedessen sind die Stabilitätsbedingungen der Getriebebewegung erfüllt. 
Es ist nun die stationäre Bewegung des Punktes Bo (Bild 2) bzw. die sta-
tionäre Lösung der Differentialgleichung (17) zu bestimmen. In der rechtpll 
Seite VOll (17) ist noch der Verlauf 8}; = 0)2. 8j/' zu bestimmen. "t ist be-
kanntlich der Beschleunigungsverlauf des entsprechenden zwangläufigen Ge-
triebes. Dieser Verlauf wurde nun nach der geläufigen ::\Iethode der Besehlell-
nigungsermittlung graphisch bestimmt. Dieser Verlauf sowie der entsprechende 
'Veg- und Geschwindigkeitsverlauf von D ist in Abb. 6 dargestellt. 
Die Integration der Gl. (17) geschieht nun in einfacher Weise nach der 
graphischen .Methode der Jacobsenschen Phasenebene [:l]. Ausgehend VOll dell 
freigewählten Anfangsbedingungen (xo = 0,4, xo' = 0 für rp = 0) wurde die 
Integration mit der Schrittgröße J rp = 15 0 durchgeführt. Jeder Schritt wunle 
sogleich mit Hilfe des Halbschrittes verbessert (Abb. 7). Die Integration wird 
15 Wissenschaft]. Abhand!. XII, 1960 
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bis zur Erhaltung einer geschlossenen Kurve durchgeführt (Abb.7b). Das 
Intervall zwischen zwei Punkten der Kurve entspricht einem Drehwinkel 
yon LI rp = 15 0 • 
5 
A1Jb. ß. \V"g, Gc;·whwin<ligkdt llIHl He;;dlh'unigung des zwangEiufigen Uvirie1JI..'H das dem im }Hlll ~ dar-
ge:-=,tellteu AU'5g1eichgdridJe entspricht 
In Abh. 8a ist das aus der Phasenebene entnommene Bewegungsdiagramm 
des Punktes Bo angegeben. 
Abschließend wurde die Funktion F D (rp) durch den Mittelwert do = 0,565 
(Abb. -1) ersetzt und die einfache Gi. (43) integriert. 
a) 
21 
21 
, ?' 
~--~~--~~~--~~-1~~~"'" 15 o,r 
52,86 
0,) 
12 ;? 
b) -II,S 
Ah\). 7. l~raphi:::che Inttgration mit lIilfe der )'Idhode der Phasen ebene \?on Jacobscn 
a) Der Ein~chwingvorgang 
}J) Die g~5i..'hlo'65ene Phasenkurve der stationären Bewegung 
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In Abb. Sb ist die somit erhaltene stationäre Lösung der Gi. (43) angegeben. 
In Abb. Sb wurde zum Vergleich auch die stationäre Lösung im Falle der 
veränderlichen Funktion Fn (cp) eingetragen. 
O~~~----------~--~----------r---~ 
1T 
b) -' 
Abb. 8. Die Bewegung des Punktes B o des Getriebes nach Bild ~ 
a) Einsch\vingvorgang· und stationäre Be\vegung des Punktes B o 
b) -----.- Die stationäre Lösung für FD = de = 0,565 
-- Die stationäre Lösung bei veränderlichem Verlauf von FD (g:). Diese J"i:isung ist aus HillJ. 8 .. 
zu entnehmen 
In Abb. 8 war die stationäre Bewegung des Punktes Bo angegeben. Aus der 
Gi. (10) erhalten wir nun die stationäre Bewegung der Abtriebsbewegung des 
im Bild (2) gegebenen Ausgleichgetriebes. Hierbei ist sI; und FD (rp) aus den 
Bildern 6 und 4 zu entnehmen. In den Abb. 9, 10 und 11 sind die errechneten 
5 
• 
J 
2 
0 
6~D 
r 
• 6~ 
r 
~- "" 
/ 
/ 
"" 
, 
" / / 
/ 
/ 
I 
I 
/ 
/ 
/ 
11 
Abb.9. Verlauf des bezogenen \Yt>ges 6 ~ bzw. 6 SD* des Punktei" Be im Au~gkj{'hgetriebe bzw. entspre-
r r 
chenden zwangläufigen Getriebe nach Bild ~ 
15" 
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Verläufe des Weges, der Geschwindigkeit und Beschleunigung der Antr~~bs­
bewegung dargestellt. Zum Vergleich sind dabei auch die zugeordneten Großen 
für das entsprechende zwangläufige Getriebe eingetragen. 
4.,5vD 
wr 
't-,$" ~ 
,.."'" 
o~~~----------~~------------~~ 
-1 
t'D Vn* 
Abb. 10. Verlauf der bezogenen Geschwindigkeit 4,5 rw bzw. 4,5 rw' 
Abh. 11. Verlauf der bezogenen Beschleunigung 6,75 bD• bzw. 6,75 bv:. 
rw rw 
7. Synthese der Kurbelausgleichgetriebe 
Die allgemeine Methodik der Synthese der Kurbelausgleichgetriebe wurde 
in der früheren Arbeit des Verfassers [1] erörtert. Deshalb begnügen wir uns 
hier mit einem kurzen Hinweis. 
Bei dem in Abb. 2 angegebenen Getriebe sei nun der Bewegungsverlauf SD(rp) 
des Abtriebsbewegung auf Grund praktischer Forderungen vorgeschrieben. Es 
sind die noch freiverfügbaren Größen (mo,k,c) bzw. (m,k,c) so zu bestimn:en, 
daß diese Bewegung des Abtriebes bei der konstanten Drehgeschwindigkeit w 
der Antriebskurbel sich tatsächlich einstellt und daß die Getriebebewegung 
stabil bleibt. Es wird demnach gewissermaßen die Umkehrung der Getriebe-
analyse verlangt. 
Es wird zuerst aus der vorgeschriebenen Abtriebsbewegung nach GI. (10), 
der Verlauf von q bzw. (x = qJr) bestimmt. 
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Man berechnet zuerst aus x die Funktionen x, x und setzt diese in GI. (17) 
ein. Hierbei ist 81 sowie F D (rp) aus dem gegebenen Getriebe (Abb.2) bekannt. 
Es sind nun m,k,c so zu bestimmen, daß die GI. (17) für den vorgeschriebenen 
Bewegungsverlauf gültig bleibt. 
Schließlich muß geprüft werden, ob für die somit bestimmten Größen 
m,k,c die Getriebebewegung stabil ist. 
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